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ІНТЕГРАЛЬНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ З r-ГІПЕРГЕОМЕТРИЧНИМИ ФУНКЦІЯМИ 
In the paper the r-hypergeometric function is considered in the form ,11
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1 1[...]ψ  is the generalized Fox-Wright function. Its basic properties are investigated. The formulas of differentiation 
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1 1Ф ( ; ; ( ) ) ( )r m ma c r x y f x dxτ β ω× −  with function ,1 1Ф ( ; ; )r a c xτ β  in the kernel are received. The main properties of 
these integral transforms are studied. The Parseval equality for the new generalized integral transforms are proved. 
The inverse formulas for these new integral transforms are received. 
Keywords: r-hypergeometric function, Laplace integral transforms, Parseval relation. 
Вступ 
Останніми роками різні типи спеціаль-
них функцій стали ефективним знаряддям 
при розв’язанні задач прикладного математич-
ного аналізу, у теорії диференціальних та ін-
тегральних рівнянь тощо. Спеціальні функції 
є ядрами і багатьох інтегральних перетворень — 
ефективного аналітичного методу розв’язання 
доволі широкого класу різноманітних при-
кладних задач [1, 2]. 
Цікаві типи інтегральних перетворень по-
дано в [3]. У ядрах цих перетворень міститься 
Н-функція, визначена за допомогою інтеграла 
типу Мелліна—Бернса, підінтегральний вираз 
якого має у собі добуток гамма-функцій. Інте-
гральні перетворення з гіпергеометричними 
функціями є яскравим представником Н-пере-
творень [3]. 
Розвиток математичної фізики, механіки 
суцільного середовища, квантової механіки, 
теорії ймовірностей, аеродинаміки, біомедици-
ни, астрофізики, теорії теплопровідності тощо 
спонукає до запровадження нових типів інтег-
ральних перетворень. Особливо цінними для 
практики виявилися узагальнені конфлюентні 
гіпергеометричні функції, інтегральні перетво-
рення з ними. Вони вже знаходять застосуван-
ня у математичній фізиці, атомній фізиці, тео-
рії кодування тощо. 
Постановка задачі 
Мета статті — розглянути r-конфлюентну 
гіпергеометричну функцію, дослідити її основні 
властивості, запровадити узагальнені інтегральні 
перетворення Лапласа { ( ); },L f x y  { ( ); }mL f x y  
з цією функцією в ядрі, вивчити основні влас-
тивості цих інтегральних перетворень.  
r-конфлюентна гіпергеометрична функція та 
її основні властивості 
Розглянемо r-узагальнену конфлюентну гі-
пергеометричну функцію у такому вигляді [4]: 
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де ( , )B a c a−  — класична β-функція [5], Rec >  
Re 0,a> >  { , } , 1, 0,R rτ β ⊂ τ − β < >  Re Re 0,γ > α >  
,
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ція [6]: 
 ,1 1
1Ф ( ; ; )
( , )
a c x
B a c a
τ β
= ×
−
  
18 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2014 / 4 
 
 
1
1 1
1 1
0
( , );
(1 ) ,
( , );
a c a at t xt dt
c
− − − ττ × − ψ  β   (2) 
де 1 1[...]ψ  — узагальнена Fox-Wright функція [3]. 
Зауважимо, що при 1, 0,rτ = β = =  (1) дає 
класичну конфлюентну гіпергеометричну функ-
цію 1 1Ф ( ; ; )a c x  [5]. Для функції ,11Ф ( ; ; )r a c xτ β  при умовах існу-вання цієї функції справедливі такі формули 
диференціювання: 
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Про зображення функції ,1 1Ф ( ; ; )r a c xτ β  ря-дом справедлива така теорема. 
Якщо виконуються такі умови: Re Re 0,c a> >
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то 
справедлива формула 
 
,
1 1
0
1 1
Г( )Ф ( ; ; ) Г( ) ( , )
Г( ) ( )
Г( ) !
( , ) Ф ( ; 2 ; ),
r
n
n
a c x
B a c a
n r
n n
B c a n a n a n c n x
τ β
∞
=
γ
= ×
α −
α + τ −
× ×
γ + β
× − − − − −
   
(6)
 
де 1 1Ф (...)  — класична вироджена гіпергеомет-
рична функція [5]. 
При умовах існування функції ,1 1Ф ( ; ; )r a c xτ β  справедливі такі інтегральні співвідношення: 
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Узагальнені інтегральні перетворення Лапласа 
Запровадимо узагальнення інтегральних пе-
ретворень Лапласа у такій формі: 
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де 0, , 0;x C r> ω ∈ ≥  ( ) 0f x ≡  при 0;x <  Rec >  
Re 0; { , } , 0, 1,a R> > τ β ⊂ τ > τ − β <  1 ( )mx f x− <  
0
0; ;
s xKe K s
ω
<  — сталі; 1 1Ф ( ; ; )r a c z  — r-уза-
гальнена конфлюентна гіпергеометрична функ-
ція вигляду (1). 
Якщо в (10) покласти 1, 0,m r= =  то одер-
жимо класичне інтегральне перетворення Лап-
ласа [7]. 
Подамо деякі властивості узагальнених ін-
тегральних перетворень Лапласа (9)—(11). 
Властивість лінійності для інтегрального 
перетворення (10) має вигляд 
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( const, i 1, ).iC n= =   
Властивість подібності матиме таку форму: 
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При умовах існування та абсолютній збіжно-
сті відповідних інтегралів справедлива рівність 
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визначається формулою (10), 
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Доведення. Використаємо формулу [8]: 
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Зауважимо, що при 1υ =  в (14) має місце 
така рівність: 
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Якщо відповідні інтеграли існують і збіга-
ються абсолютно, то виконується співвідно-
шення типу Парсеваля (стосовно { ( ); }mL f x y ): 
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Із (18) при 1, 0,m r= =  1( ) { ( ); },m mF u u y L g x uυ−=   
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отримаємо для прак-
тичних цілей важливу рівність: 
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При існуванні відповідних інтегралів та їх 
абсолютній збіжності справедлива рівність типу 
Парсеваля (щодо mL  і ,s mF ): 
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Справді, формулу (20) легко отримати, ви-
користавши визначення операторів ,mL  , ,s mF  
міняючи порядок інтегрування: 
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Формула обернення для { ( ); }.L f x y  Теорема 
За умов існування інтегрального перетво-
рення 
1 2, ,
( ( ); )m m mL f x x
  справедлива формула 
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де 1 20, , 0, 0, 0, ( ) 0x m C m m r f x> ∈ > > ≥ ≡  при 
0;Re Re 0; { , } , 0, 1,x c a R< > > τ β ⊂ τ > τ − β <
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mm s xx f x Me M s<  — сталі, ,1 1Ф ( ; ; )a c zτ β −  
( , )− τ β  — узагальнена конфлюентна гіпергеоме-
трична функція. 
Доведення. Застосуємо інтегральне пе-
ретворення Мелліна до обох частин (23). Вра-
хувавши, що ряд для ,1 1Ф ( ; ; )a c zτ β  абсолютно 
збігається для всіх ,z C∈  виконаємо перетво-
рення 
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Застосувавши до останнього формулу обер-
нення інтегрального перетворення Мелліна, 
одержимо (22). 
Висновки 
У статті показано, як за допомогою узагаль-
нення конфлюентної гіпергеометричної функції 
можна побудувати нове узагальнення інте-
грального перетворення Лапласа. 
Отримано нове узагальнення інтегральних 
перетворень Лапласа { ( ); }, { ( ); }:mL f x y L f x y   
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Розглянуто нову гіпергеометричну функ-
цію ,1 1Ф ( ; ; ).r a c xτ β  Для неї отримано формули 
диференціювання 
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Справджується рівність Парсеваля для но-
вих узагальнених інтегральних перетворень Ла-
пласа, що має важливе значення для практич-
них задач. Запроваджено формулу обернення 
для { ( ); }.L f x y  
У подальшому планується запровадження 
нових узагальнень інтегральних перетворень 
Стільтьєса, Ганкеля, дослідження їх властивос-
тей, застосувань тощо. 
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